WYKLAD PROF. DR HAB. INZ.
TADEUSZA KACZORKA

PT. ,ROLA MACIERZY CYKLICZNYCH ]
| NORMALNYCH W MODELOWANIU UKLADOW
DYNAMICZNYCH”

1. Wprowadzenie

Tworzac model uktadu na podstawie danych wzietych
z obserwacji lub eksperymentu otrzymujemy zwykle nie
jeden, ale zbiér modeli. Pojawia si¢ pytanie, ktéry model
7 tego zbioru jest modelem reprezentatywnym, odzwiercie-
dlajacym prawidtowo wlasnosci dynamiczne obiektu rzeczy-
wistego i powinien stanowi¢ punkt wyjscia projektowania
lub wyznaczania sterowania tego obiektu. Jakimi kryteriami
nalezy si¢ kierowaé przy wyborze modelu reprezentatyw-
nego ze zbioru modeli. Pokazemy, ze takimi kryteriami
powinny by¢ cyklicznos¢ macierzy A w opisie za pomoca
réwnafi stanu oraz normalno$¢ macierzy transmitancji ope-
ratorowych uktadu.

Jak wiadomo macierz kwadratowa A nazywamy cy-
kliczna, jezeli jej wielomian charakterystyczny pokrywa si¢
z wielomianem minimalnym [1]. Macierze cykliczne charak-
teryzujg si¢ strukturalng stabilnoscig, ktéra odgrywa wazng
role w modelowaniu i identyfikacji uktadéw dynamicznych
[7,8]. Kazdg macierz transmitancji uktadu liniowego o m
wejsciach i p wyjsciach mozna zawsze przedstawi¢ w postaci
standardowe;j

. p(s) Przy czym P(s) jest macierzg wielomianowa,
Hs}-{ s 2 d(s) najmniejszym wspdélnym mianowni-
~° kiem.

Macierz transmitancji T(s) (oraz odpowiadajacy jej
uktad) nazywaé bedziemy normalng (normalnym) wtedy
i tylko wtedy, gdy kazdy niezerowy minor stopnia drugiego
macierzy wielomianowej P(s) dzieli si¢ bez reszty przez wie-
lomian d(s). Klasa uktadéw normalnych jest bardzo szeroka
i odgrywa podstawowg role w teorii uktadow dynamicznych
[2, 4-8].

W pracy tej zostang przedstawione:
- warunki konieczne i wystarczajace cyklicznosci macierzy
A oraz normalnosci macierzy transmitancji T(s);
warunki istnienia i metody doboru sprzezei zwrotnych
od stanu tak, aby macierz A ukladu zamknig¢tego byla
macierzg cykliczng;
warunki istnienia i metody doboru sprzezei zwrotnych
tak, aby macierz transmitancji uktadu zamknigtego byta
normalna

2. Preliminaria

Niech R™" bedzie zbiorem macierzy o elementach
z ciafa liczb rzeczywistych o wymiarach = # oraz

Rl Wezmy pod uwage uktad ciggly opisany
réwnaniami
(1a) X=Ax+ Bu

(1b) y=0Cx+ Du

gdzie xe R", we R" i ye R" sa odpowied-
nio wektorami stanu, wymuszenia i odpowiedzi oraz

AcR™ B ER”m,CERPM,DERPW.

Macierz transmitancji uktadu (1) ma postaé

@ T =Clls-A]'B+D
Macierz t¢ mozemy napisaé w postaci standardowej

P(s)
d(s)

przy czym P(s)e R7"[s] (R" ™| ] zbiér macierzy
wielomianowych o wymiarach pxm ), a (5} jest naj-
mniejszym wspélnym mianownikiem wszystkich elementéw
macierzy T(x).

Korzystajac z dzialaii elementarnveh na wierezach
i kolumnach [1,3] mozemy macierz F(s)e R™™[5]
sprowadzi¢ do postaci kanonicznej Smitha

(3) I'(s)

@) P(s) = diagly, (0),1,(3) sk, (5),0,...0]€ R7[5]

gdzie f(%)....i (%) sa wielomianami inwariantny-
mi spetniajagcymi warunek podzielnosci i, (s)|f, (%)
, k=1N..r=1 (i) jest podzielny bez reszty przez
i (shk=1..,r=1), a r=rzad P(5). Wielomiany
inwariantne mozna wyznaczy¢ z zaleznosci [1]

) fﬂ:.-):% (D, (H=1) k=1...r

gdzie [, (s) jest najwigkszym wspdlnym dzielnikiem
wszystkich minoréw stopnia k macierzy F{s).
Wielomian charakterystyczny ] ($)= dﬂ[f,-,- - ‘.q: ma-
cierzy A oraz jej wielomian minimalny {5} sa zwigza-
ne zaleznoscig
(6) wisy=-1 10
D5}



Z zaleznosci (3)-(5) wynika, ze (s} _-j (%) wtedy
i tylko wtedy, gdy
D\(s)=D,(s)=---=D,,(s)=1

Macierz A nazywamy cykliczng wtedy i tylko wtedy,
gdy (s)=j (5)-

Z zaleznos$ci (5) wynika, ze macierz A jest cykliczna
wtedy i tylko wtedy, gdy

(1) D, (sh=1 lub réwnowaznie (s} =1i,(8)= -+

i (s)=Li(5)="¥(s)=d(s)

Definicja 1. Macierz & € R"*" nazywamy strukturalnie
stabilng wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba dodatnia ¢
taka, ze dla dowolnej macierz B & ™" oraz liczby ¢ spet-
niajacej warunek |¢| < ¢, wszystkie macierze A + Be sg

macierzami cyklicznymi.

Twierdzenie 1. Macierz cykliczna A € ™" jest macie-
rzg strukturalnie stabilng

Dowdd tego twierdzenia jest podany w [8] i jest oparty
na nastgpujacych dwéch faktach:

1. Jezeli macierz & = R™" jest nieosobliwa, to wszystkie
macierze A + B sa réwniez nieosobliwe dla macierzy ,
ktérej norma ||B| spetnia warunek ||E| <a dla a be-
dacego pewng liczbg dodatnig.

2. Jezeli macierz A e RB"" ma rradA=r, to
read [.h + B]E r dla macierzy B e R™" spelniaja-
cej powyzszy warunek.

Macierze niecykliczne nie sg strukturalnie stabilne, ale
dla macierzy niecyklicznej] A& = R™" mozna zawsze do-
bra¢ macierz B & R"" oraz liczb¢ malg e (|L'| =10) ta-
kie, ze suma A + Be jest macierzg cykliczng.

3. Normalno$¢ macierzy odwrotnej

Dla dowolnej macierzy A macierz odwrotng [f.ﬂ' - ,r,'] ;
mozemy napisaé w postaci
ji %
® -4l =8
d (%)
gdzie P(s)e M%), d(s) jest najmniejszym wspol-
nym mianownikiem elementéw macierzy [,1'_-; i ,-|]'1

Definicja 2. Macierz wymierng (8) nazywamy macierza
normalng, jezeli kazdy niezerowy minor stopnia drugiego
macierzy wielomianowej F[,v.-,-]. dzieli si¢ bez reszty przez
wielomian &(s).

Twierdzenie 2. Niech A€ R™™ i n=2. Macierz
odwrotna (8) jest macierza normalng wtedy i tylko wtedy,
gdy macierz A jest macierzg cykliczna.

Dowdd tego twierdzenia jest podany w pracy [5, 6].

Latwo wykazaé, ze [5] kazda niediagonalna macierz
Ae R™" dla n=2 jest cykliczna.

Przyktad 1. Macierz

210
A=10 2 0
001
jest cykliczna, gdyz
s-2 -1 0
S =det{5-A=| 0 s-2 0 |=0(-2%E-1
0 0 s-1
oraz
1 0 0
[fs—Al,=(0 1 0

0 0 (s=-Dis=2)
Zatem ‘P(s) =] (5).

W tym przypadku

s—2 -1 *
[Is—A]'=| 0 -2 :2?

0 0  s-1
gdzie
d(s)=(s—1s-2),
(s—D(s—2) g—1 0

P(s)= 0 (s—-D(s-2) 0

0 0 (z—2¥

Niezerowe minory stopnia drugiego macierzy (5}

M, =(s-Dix-2", M = (s -Dix-2)",
My =(E-0E-2 My =(s-D (s-2DF
dzielg si¢ bez reszty przez ¢ (5) .

Przyktad 2. Macierz

= Sk
= o
| LS T == =

nie jest macierzg cykliczna, gdyz
-2 -1 0
i G =det[E-A]l=| 0 s-2 0 |=(s-2)
0 0 »-2

oraz
1 0 0
[fs-A]l.=|0 -2 0
0 0 (s-2F
Zatem

W(s)=(5-2)" ,edyz D _(s)=5-2



oraz V(%) ;Ej (5) .

W tym przypadku
g=3 wa] i
Is—AT'=| 0 s-2 0 =§Eg
0 0 s5-2
gdzie

(s-2) s-1 0
dis)=(s-2)%, P(s)=| 0 (s-2) O
0 0 (s-2)°

Minor stopnia drugiego macierzy ()

nie dzieli si¢ przez {5} .

Twierdzenie 3. Macierz 4 =|.c:!f | & 1" spetniajaca
jeden z nizej podanych warunkéw

[=0 dla j>i+l o
(9a) c.r'i E Li=l..m
=0 dla j=i+l
=0 dla i>j+]

£ fj=l._.

9b) a,
( )d"'LU' dla i=j+1

jest macierza cykliczna.

Dowdd tego twierdzenia jest podany w pracy [2].
Z twierdzenia 2 wynika natychmiast, ze macierz
Frobeniusa

U 1 0 LB
0 0 1 ]
A, =
0 0 1
a, a, a, a,

jest macierzg cykliczng [1].

Przykiad 3. WeZmy pod uwage obwdd elektryczny o sche-

macie podanym na rys.
]
e — ol
" T'g T

L]

e
. 1

[

Rys.

Przyjmujac za zmienne stanu napi¢cie na kondensatorach

i, 1, 1, otrzymamy réwnanie stanu o postaci

[ R +R, 1 .
i 88,0 12,0, _ul
, 1 Ry+Ry 1
uz = — Mz +
, R,C, RRC, RO,
sy 1 1 [L¥s
0 s
L ROy f5C05 |
o _
- 0
RO _
1 4
+ 0 !
RC |les
1

W tym przypadku macierz A ma postaé

[ R+R, 1 |
RRL,  RC
" 1 R+R, 1
mEL. AR RO
n 1 1
TR T T

i spetnia warunki (9), a wigc jest macierzg cykliczng dla
dowolnych wartosci rezystancji K, . R:.R: i pojemnosci

il a2 o

Zauwazmy, ze jezeli obwdd bedzie miat strukture taka,
ze kazde oczko ma galezie wspdlne conajwyzej z dwoma
sgsiednimi oczkami, to mozemy tak wybra¢ zmienne stanu,
aby byt spetniony warunek (9). w tym przypadku macierz
A bedzie macierzg cykliczng.

4, Normalnos¢
Macierz transmitancji (2) uktadu (1) mozna zawsze na-
pisa¢ w postaci standardowej (3).

Jezeli m = pr irzad C = p, to r =rzad P(s) = p, a posta¢
Smitha (4) macierzy [P(s) jest réwna

(10) Fy(3)=U () A5V (s) =

=l 0 is) - 0 0 - 0|eR™[s]
0 0 o dghs) 05 sve 0

gdzie {/(s)e R™"[s]i IF(s) & R™™[5] sa macie-
rzami unimodularnymi dziatan elementarnych odpowiednio
na wierszach i kolumnach.

Z zaleznosci (10) i (4) wynika nastgpujaca postaé kano-
niczna McMillana macierzy T(5) [3]



Py ) U@PEWE)

an WO =T e

() 0 0 .. 0

& (5)

| e 29 4 4 0 € RP*(5)
0 0 () 0 o« 0

L 4, i

. (s) m(E) ] 2

gdzie 2222 =" dlg k=1, p(m ($)=i,(5),

AT pln, 1(5)

q,(s)=d(s)) n(s) i g,(s) sa wzglednie pierw-
szymi wiclomianami takimi, ze s, (5)|m, ., (5) oraz

e lS)gu(s)hk=L...p=1,a R7™(s) jest zbio-

rem macierzy wymiernych o wymiarach 2 m .

Wielomian
(12)  qis) = q,(5)q,(5)..q,(5)
nazywamy wielomianem McMillana macierzy T'().
Z zaleznoscei (11)-(12) wynika, ze deggis) = degd(s)
(deg. oznacza stopien) oraz
(13) qls) = d(s) wtedy i tylko wtedy, gdy

g (s)=1da k=2..piqls)=d(s)

Twierdzenie 4. Niech min{m. p)=2 oraz T(5) ma
posta¢ (3). Macierz T'{s) jest macierzg normalng wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢{s) = d(s).

Dowdd tego twierdzenie jest podany w [2,5].

Przyktad 4. Piszac macierz transmitancji

2 0 3

2

(14) Tis)
5 25+1 5 =5

2541

w postaci (3) otrzymamy f{5) = 25 + 1 oraz

2 0 3
(15) Fisy= -
—5 2541 57 —3

Posta¢ kanoniczna Smitha macierzy (15) jest réwna

| 0 )
P.(s)=
s(8) L’} 25+1 EJJ

a posta¢ McMillana macierzy (14)

@ = 0 0
)=
M 0 1 0

W tym przypadku g{s) =d(s) =25 +1

Latwo sprawdzi¢, ze minory

2 ()

M. = =22s+1),

s 5 25+

|2 3 4

M. . =| . 25"+ 5

N . A o
v v 3 3(25+1)
M. = ., =325+

8 2s+] 5=

dzielg si¢ bez reszty przez d(§). Macierz (14) jest wige
macierzg normalng.

Przyktad 5. Piszac macierz transmitancji
L 0
(16) T(5)=| 0 L.

w postaci (3) otrzymamy = {5+ 1)* oraz
s+l 0

a7y Ps)=| 0 1

0 s+l

Posta¢ Smitha macierzy (17) jest réwna

1 o
Ps)=0 s+1
o 0

a posta¢ McMillana macierzy (16)

—1 0
?-.'1.1 ("} =| 0 TL!
0 0

W tym przypadku  g(s)= (s 1) = d(s) = (s+1)*

5+

Minor macierzy (17)

nie dzieli si¢ bez reszty przez ¢f(5). Macierz (16) nie
jest wigc macierzg normalng.

W pracy [2] podano nietrywialne przyktady obwodéw
normalnych i nienormalnych oraz wykazano, ze ten sam
obwdd dla pewnych wartosci parametréw (rezystancji i po-
jemnosci) jest obwodem normalnym, a dla innych wartosci
tych parametréw nie jest obwodem normalnym.

5. Wptyw sprzezenia zwrotnego na cyklicznos¢
i normalno$¢ macierzy

WeZmy pod uwage standardowy uktad (1) ze sprz¢zeniem
zwrotnym od wektora stanu o postaci



(18) w=v+Kx

gdzie ype f™ 1 g = p™* jest macierzg wzmocniefi.
Podstawiajac (18) do (1a) otrzymamy

(19) i=(4+BKk+ Bv

Macierz transmitancji uktadu zamknigtego ma postaé

(20) T.(s)=Cll s—(4+BK)]'B

Zadanie normalizacji macierzy transmitancji
za pomocg sprz¢zen zwrotnych od wektora stanu mozna
sformutowac nastepujaco. Dany jest uktad standardowy (1)
z macierza A niecyklicza 1 parg (A,C) nieobserwowalng. Na-
lezy wyznaczyé macierz K tak, aby macierz transmitancji
uktadu zamknietego (20) byta normalna.

Twierdzenie 5. Niech rzad uktadu # = 2 . Jezeli para (A,
b) uktadu o jednym wejsciu (s =1} jest sterowalna, to ist-
nieje macierz sprz¢zen zwrotnych k od wektora stanu taka,
ze macierz uktadu zamknigtego A_ = A+ fk jest cykliczna
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest réwniez cykliczna.
Jezeli para (A,B) uktadu o wielu wejsciach (#1=1) jest
sterowalna i macierz A nie jest cykliczna, to istnieje macierz
sprzezefi zwrotnych K od wektora stanu taka, ze macierz
uktadu zamknigtego A, = A+ BK jest cykliczna.

Twierdzenie 6. Niech macierz A uktadu (1) bedzie niecy-
kliczna i para (A,C) nieobserwowalna. Wtedy istnieje ma-
cierz K taka, ze macierz transmitancji (20) jest normalna
wtedy 1 tylko wtedy, gdy para (A,B) jest sterowalna.

Dowdd tego twierdzenia i procedura wyznaczania macie-
rzy K sa podane w pracy [4].

6. Wnioski i problemy otwarte

W pracy tej podkreslono rolg macierzy cyklicznych i nor-
malnych w modelowaniu uktadéw dynamicznych. W pracy
wykazano, ze:

— kazdy niezerowy minor stopnia drugiego macierzy wielo-
mianowej P(s), bedacej licznikiem macierzy odwrotnej (8),
dzieli si¢ bez reszty przez wielomian d(s) wtedy i tylko
wtedy, gdy wielomian charakterystyczny jest rowny wie-
lomianowi minimalnemu macierzy A,

- kazdy niezerowy minor stopnia drugiego macierzy wielo-
mianowej P(s), bedacej licznikiem macierzy transmitancji
(3) dzieli si¢ bez reszty przez wielomian d(s) wtedy i tyl-
ko wtedy, gdy wielomian d(s) jest rowny wielomianowi
McMillana macierzy T(s);

— jezeli para (A,b) uktadu o jednym wejsciu jest sterowalna,
to istnieje macierz sprz¢zeini zwrotnych od stanu taka, ze
macierz uktadu zamknigtego jest cykliczna wtedy i tylko
wtedy, gdy A jest réwniez cykliczna;

— jezeli para (A,B) uktadu o wielu wejsciach jest stero-
walna i macierz A nie jest cykliczna, to istnieje macierz
sprzezen zwrotnych taka, ze macierz uktadu zamknigtego
jest cykliczna.

Problemem otwartym jest uogélnienie tych rozwazai na
uktady dwuwymiarowe oraz uktady z op6Znieniami.
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